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1. Oblicz pochodne cz¡stkowe funkcji:

a) f(x, y) = x · sin y
x

b) f(x, y) = e
y

1+x2

c) f(x, y, z) = z · cos x+y
z

2. Oblicz pochodne cz¡stkowe rz¦du drugiego funkcji:

f(x, y, z) = xy2 + xez

3. Wyznacz ekstrema lokalne funkcji:

a) f(x, y) = (x+ y2) · ex
3

b) f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − xy + x+ 2z

4. Wyznacz warto±¢ najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ funkcji:

f(x, y) = x2 + y3 − 2x− 3y + 1

w obszarze domkni¦tym

D = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 1}.
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1. Rozwi¡za¢ równania ró»niczkowe o zmiennych rozdzielonych:

a) x(y2 − 4)dx+ ydy = 0

b) y′ cosx = y
ln y

sinx

c) yy′

x
+ ey = 0

2. Rozwi¡za¢ jednorodne równania ró»niczkowe:

a) y′ = y
x
ln y

x

b) y′ = y2

xy−x2

c) y′ = y2

x2
− 2

3. Rozwi¡za¢ równania ró»niczkowe:

a) y′ = 2x+ y + 3

b) y′ = (2y + 6x+ 1)2

c) y′ = cos2(x− y)
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1. Rozwi¡za¢ liniowe równania ró»niczkowe:

a) y′ + y = e−x

b) y′ − 2yx = x− x3

c) y′ − 3y = e3x, y(0) = 1.

2. Znale»¢ ogólne rozwi¡zanie równania ró»niczkowego drugiego rz¦du

y′′ +
2

x
y′ + y = 0

znaj¡c jego rozwi¡zanie szczególne y1(x) =
sinx
x
.

3. Metod¡ uzmiennienia staªych rozwi¡za¢ równania:

a) y′′ + 5y′ + 6y = x+ 1

b) y′′ + y = x z warunkami y(0) = 1, y′(0) = 0.

4. Metod¡ przewidywa« rozwi¡za¢ równania:

a) y′′ − 4y′ + 3y = e5x

b) y′′ + 4y = 1 + sin 2x z warunkami y(0) = 3
4
, y′(0) = 7

4
.
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1. Zmieni¢ kolejno±¢ caªkowania:

a)
∫ 4

0
dx
∫ 12x

3x2
f(x, y)dy,

b)
∫ 1

0
dx
∫ 3x

2x
f(x, y)dy,

c)
∫ 1

0
dy
∫ 1−y
−
√

1−y2
f(x, y)dx.

2. Obliczy¢ caªk¦
∫∫

S
x dxdy, gdzie S jest trójk¡tem

o wierzchoªkach (0, 0), (1, 1), (0, 1).

3. Obliczy¢ pole obszaru D okre±lonego granicami caªkowania
z przykªadu 1c.

4. Oblicz caªki:

a)
∫∫

D
e−x

2−y2dxdy, gdzie D : x2 + y2 ≤ a2,

b)
∫∫

D
x dxdy, gdzie D : x2 + y2 ≤ 2x.

Wskazówka: W obu przykªadach zastosuj zmienne biegunowe.

5. Oblicz obj¦to±¢ bryªy ograniczonej powierzchniami z = 2x2 + y2 + 1,
x+ y = 1 oraz pªaszczyznami ukªadu wspóªrz¦dnych.
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1. Oblicz caªk¦ potrójn¡:∫∫∫
V
x3y2z dxdydz, gdzie V : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x, 0 ≤ z ≤ xy

2. Oblicz obj¦to±¢ bryªy ograniczonej powierzchniami x2 + y2 + z2 = 2z,
x2 + y2 = z2.

Wskazówka: Zastosuj zmienne cylindryczne.

3. Sprawdzi¢ potencjalno±¢ caªkowanego pola wektorowego i obliczy¢ caªk¦∫ (2,1)

(0,0)

2xydx+ x2dy.

4. Sprawdzi¢ twierdzenie Greena na przykªadzie∮
K

(x+ y)2dx− (x− y)2dy,

gdzie K = K1 ∪ K2, przy czym K1 - odcinek prostej od (0, 0) do (1, 1), a
K2 - ªuk paraboli y = x2 od (1, 1) do (0, 0). (Porówna¢ wyniki obliczenia
powy»szej caªki z i bez zastosowania tw. Greena)
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1. Oblicz skierowane caªki krzywoliniowe:

b)
∫
K
ydx+ xdy, gdzie K ªuk okr¦gu o ±rodku w (0, 0) i promieniu R

od (0, R) do (−R, 0),

c)
∫
K
xdx+ ydy + (x+ y + 1)dz, gdzie K odcinek prostej

od (1, 1, 1) do (2, 3, 4).

2. Sprawdzi¢ potencjalno±¢ caªkowanego pola wektorowego i obliczy¢ caªk¦

krzywoliniow¡
∫ (2,1,3)

(1,−1,2) xdx+ y2dy + zdz

3. Oblicz nieskierowan¡ caªk¦ krzywoliniow¡:
∫
L
(x + y)dl , gdzie L jest ob-

wodem trójk¡ta o wierzchoªkach A(0, 0), B(1, 0), C(0, 1).

4. Obliczy¢ strumie« pola wektorowego [x, y, 0] przez powierzchni¦ sfery
S : x2 + y2 + z2 = a2, a > 0, w kierunku normalnej zewn¦trznej. Wynik
otrzymany w rezultacie obliczenia (niezorientowanej) caªki powierzchniowej
porówna¢ z wynikiem otrzymanym z pomoc¡ twierdzenia Gaussa. (Odp.
8
3
πa3)
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1. Sprawdzi¢ holomor�czno±¢ funkcji zespolonej
f(z) = z3 + z2 + 1.

2. Znale¹¢ wszystkie funkcje holomor�czne f(x+ jy) = u(x, y) + jv(x, y)
takie, »e u(x, y) = 6x2y − 2y3, f(0) = 0.

3. Obliczy¢ caªk¦
∫
K
z2dz, gdzie K : z(t) = t+ j t, t ∈< 0, 1 >.

4. Sprawdzi¢ tw. Cauchy'ego na przykªadzie
∫
K

dz
z
, gdzie K - dodatnio

zorientowany brzeg kwadratu o wierzchoªkach z1 = 2−j, z2 = 4−j, z3 = 4+j,
z4 = 2 + j.

5. Sprawdzi¢ wzór caªkowy Cauchy'ego na przykªadzie
∫
K

dz
z
, gdzie K - do-

datnio zorientowany brzeg kwadratu o wierzchoªkach z1 = 1, z2 = j, z3 = −1,
z4 = −j.
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1. Stosuj¡c wzór caªkowy Cauchy'ego obliczy¢ caªki:

a)
∫
K

ejz dz
z+1

, gdzie K : |z + j| = 5 okr¡g zorientowany dodatnio,

b)
∫
K

ejz dz
z2+4

, gdzieK : |z+j| = 2 okr¡g zorientowany dodatnio. dodatnio.

2. Wyznaczy¢ punkty osobliwe i okre±li¢ typ osobliwo±ci:

a) z
(z2−1)(z2−4)3 , b) z

sin z
, c) sin z

z2
, d) e

1
(1−z)2 .

3. Wyznaczy¢ residua funkcji w podanym punkcie:

a) res z=±j
z+1
z2+1

,

b) res z=0
z+1

(1−z)z2 .

4. Obliczy¢ caªki:

a) d)
∮
K(0,2)

z3dz
z4−1 ,

b)
∮
K(0,2)

ezdz
z2(z2+1)

,
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1. Funkcj¦ f(x) = π−x
2

rozwin¡¢ w szereg Fouriera w przedziale < −2π, 2π >.

2. Funkcj¦ f(x) = |x| rozwin¡¢ w szereg Fouriera w przedziale < −1, 1 >.

3. Funkcj¦ f dan¡ wzorem

f(x) =

{
−1 dla x ∈ (−π, 0)
2 dla x ∈ (0, π)

rozwin¡¢ w szereg Fouriera. Sporz¡dzi¢ wykres przedªu»enia funkcji na prze-
dziaª < −π, π > speªniaj¡cego warunki Dirichleta.

4. Funkcj¦ f dan¡ wzorem

f(x) =

{
0 dla x ∈ (−π

2
, 0 >

x dla x ∈ (0, π
2
)

rozwin¡¢ w szereg trygonometryczny Fouriera w przedziale (−π
2
, π
2
).

5. Funkcj¦ f dan¡ wzorem

f(x) =

{
1 dla x ∈ (0, π

2
)

0 dla x ∈ (π
2
, π)

rozwin¡¢ w szereg trygonometryczny:
a) samych sinusów b) samych cosinusów.

Narysowa¢ wykres odpowiedniego przedªu»enia funkcji.
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1. Obliczy¢ transformat¦ Laplace'a dla funkcji:
a) sin2 t b) t+ e−t sin 2t c) te−t sin t d) t cosh t
e) et ∗ t f) 1(t)− 1(t− t0) g) t2 sin 4t.

2. Wyznaczy¢ odwrotn¡ transformat¦ Laplace'a dla funkcji:
a) 1

s2(s2−a2) b) s
s2+1

c) 1
s2(s2+1)

d) s3−s2−2
s(s−1)(s2+1)

3. Rozwi¡za¢ równanie ró»niczkowe y′′ − y′ = et z warunkami pocz¡tkowymi
y(0) = y′(0) = 0.



WYDZIA� ELEKTRYCZNY Semestr 2 Rok akad. 2020 / 2021

ZADANIA Z MATEMATYKI Zestaw 11

1. Stosuj¡c transformat¦ Laplace'a, rozwi¡za¢ równanie ró»niczkowe
y′′ − 2y′ − 3y = e3t z warunkami pocz¡tkowymi y(0) = y′(0) = 0.

2. Obliczy¢ splot funkcji dwoma sposobami (tzn. bezpo±rednio z de�nicji oraz
stosuj¡c transformat¦ Laplace'a):
a) t2 ∗ et b) et ∗ (1− t).

3. Korzystaj¡c z twierdzenia o transformacji splotu, rozwi¡za¢ równanie
f(t) = sin t+

∫ t
0
(t− u)f(u)du.


